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Vzorové riesenia 1. kola zimnej Casti 2015/2016

1.1 Balistika (opravoval Marek Murin, vzorak Martin GaZo)

Tento priklad je interaktivny a jeho zadanie je len v elektronickej podobe, ktord ndjdete na nasej
internetovej stranke https://ufo.fks.sk/.

Dufame, Ze sa vam interaktivna tloha pacila, neskor sa objavia aj dalSie interaktivne
ulohy. Uloha bola rozdelena na viacero casti, podme na to pekne po poriadku.

Cast 1. V prvej podilohe méme uré¢it optimélny uhol pre zadany polomer. Teda taky
uhol, pod ktorym doleti lopta so zadanym polomerom najdalej. Nastavime teda polomer
na hodnotu 3 a postupne menime uhol od nuly az po 90°, napriklad po 10°. Ziskavame
takéto hodnoty:

Uhol | Dostrel
10° 72,092
20° 118,072
30° 144,267
40° 153,695
50° 147,995
60° 128,254
70° 95,554
80° 51,616
90° 0,000

Tab. 1: Hodnoty pre hmotnost nastavenu na 3

Mobzeme si véimnut, ze optiméalny uhol' bude niekde okolo 40°. Ak chceme poznat
uhol lepsie, mali by sme zhustit krok. Ale kde presne? Vsimnite si, ze aj ked sme namerali
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klesa. V tomto rozsahu teda zhustime krok — teda vyskuSsame uhly medzi 30° a 50°,

INa zopakovanie, to je ten, pri ktorom maé lopta najvacsi dolet.
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g@ Vzorové riesenia 1. kola zimnej casti

napriklad po 1°. Zistime, ze najdalej dostrelime pri 41°. Ak chceme byt este presnejsi,
vyskisame uhly medzi 40° a 42° po 0,1°. Postupne tak dojdeme tomu, ze vysledny uhol
lezi v intervale (41,0° 41,3°).

Vsimnime si, zZe ked sme postupne zvéacsovali uhol od 0° po 90°, dostrel sa najprv
zvacsoval, az kym sme nedosiahli optimalny uhol a potom sa dostrel uz iba zmensoval.
Tento fakt mozeme vyuzit, ked budeme hladat optimalny uhol v inych podualohach. Vdaka
nemu totiz vieme velmi lahko zistif, ¢i je optimalny uhol vacsi, alebo mensi ako nejaké

.....

spustime simulaciu pre 30° a pre 30,1°. M6zu nastat dva pripady:

(i) Ak sme dalej dostrelili pri uhle 30°, znamena to, ze optimalny uhol nemoze byt vacsi
nez 30,1° — kedze dostrel po zvécseni uhla klesol, tak sme bud uz za optimalnym
uhlom a vzdalujeme sa od neho, alebo je optimalny uhol niekde medzi 30° a 30,1°.

(ii)) Ak sme dalej dostrelili pri uhle 30,1°, optimélny uhol neméze byt mensi ako 30°,
z podobnych dévodov.

S pomocou tejto techniky vieme optimalny uhol najst podstatne rychlejsie, nez prvou
metodou.

Dalsia podiloha je v podstate zovseobecnenim tej predoslej, mame zistit graf zévislosti
optiméalneho uhla od polomeru lopty. Tu sa uz skutoc¢ne oplatilo vediet hladat optimalne
uhly rychlejsie. My sme zvolili krok polomeru 1, a tak sme ziskali 9 roznych hodnot pre
optimalny uhol. Tieto sme nakreslili do grafu, ktory je na obr. 1.
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Obr. 1: Graf zavislosti optimalneho uhlu od polomeru

Co tento graf znamena? Ako si mozete v&imnit, s rasticim polomerom sa optimélny
uhol priblizuje k nejakému ¢islu (odborne hovorime, ze konverguje). Pri SirSom rozsahu
polomerov by sme si v§imli, Ze optimalny uhol konverguje k hodnote 45°. V zivote je
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vacsinou pri hode loptou optimélny uhol uz okolo 44 az 45 stupnov (nikdy nepresahuje
45°), no akonéhle hadzete lahkou loptou, napriklad nafukovacou loptou do vody, optimélny
uhol klesa. Ak teda chcete dostrelif ¢o najdalej, s beznymi loptami sa snazte strielat pod
uhlom 45°, pri lahsich loptach sa vAm tento uhol oplati eSte jemne zmensit.

Cast 2. Mame zistit, ako vyzerd plocha miest, kam vie Samko dostrelit (kde vsade
sa mdze pocas letu nachadzat vystrelend lopta). Budeme teda postupne menit uhol od
0° az po 180° po nejakych malych dielikoch a ¢iary (ktoré sa tentoraz zaznamendvaji)
nam postupne priblizne oznacia hladant plochu. Celé to mohlo po niekolkych vystreloch
vyzerat tak, ako na obrazku 2. Z tychto ¢iar uz moézeme pomerne dobre odhadnuf, ako
bude vyzerat celd plocha.

Obr. 2: Po niekolkych vystreloch Obr. 3: Celkova plocha

Bonusom bolo urcit krivku ktora tuto oblast ohranic¢uje. Dalo sa k tomu postupovat
rozne, napriklad si na papier alebo v programe zistif stiradnice okrajov, tie si nakreslit
do grafu a z toho sa snazif urcif, aka krivka by tomu zodpovedala. Praca s vhodnym
programom tuto ¢innost vyrazne sprijemnovala — mohli ste skusit body prekladat roz-
nymi funkciami a vybrat td, ktora sa krivke najviac podobala. Alebo sa takato vec da aj
spocitat, no to sme od vas necakali (napriek tomu, Ze to bolo v bonusovej ¢asti).

Tak ¢i onak, spravnym vysledkom bola parabola, ¢o aj na pohlad vyzera uveritelne.

Cast 3. Nakoniec mame zistit zavislost optiméalneho uhla od sklonu roviny. Pri hladani
optimalneho uhla pre kazdy sklon roviny sa dalo postupovat obdobne ako v prvej tlohe.
Sklon menime v rozumnom rozozstupe (napriklad 5° — ¢o zodpovedd 9-tim hodnotdm
v grafe). Vysledky uvddzame rovno v grafe na obrazku 4.
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Obr. 4: Graf zavislosti optimalneho uhlu od sklonu roviny

7 grafu sa dé vypozorovaf, ze vSetky hodnoty lezia na jednej priamke! Aky neoca-
kavany vysledok! Skisme urcit, ako by mala vyzeraf funkcia popisujica tito zavislost,
ozna¢me ju f(«). KedZze sa jednd o linedrnu zavislost — funkcia ma tvar f(a) =a-a+0b—
staci ndm urcit dva koeficienty: a a b. Pre a = 0 je dolet jasne f(0) = 45°, takze b = 45°.
Koeficient a zistime z dalsieho bodu (najlepsie toho navzdialenejsieho, aby sme mali ¢o
najmensiu chybu) ako a = % Celkova zavislost bude mat tvar

f(oz):45°+%.

To, ¢o sme tu spravili, nazyvame linedrna regresia alebo preloZenie priamkou. V tomto
pripade to bolo Tahké, pretoze vSetky body naozaj tvorili priamku, no v skutocnosti by-
vaju merania nepresné, a teda netvoria naozaj priamku. V takom pripade sa snazime najst
priamku, na ktorej body lezia aspon priblizne. Vtedy je uz regresia zlozitejSia a najjed-
noduchsie je ju spravit pomocou pocitaca, napriklad pouzitim tabulkového kalkulatora.

Odhadovanie, ako bude zavislost vyzerat pre klesajicu rovinu, spravime ¢o najjedno-
duchsie — budeme predpokladat, Ze zavislost je linearna aj v zapornych hodnotach. Ta-
kyto odhad zavsilosti mimo nameranych hodnét sa vola extrapolicia. Odhadovanie medzi
nameranymi hodnotami sa vola interpoldcia. Takze graf extrapolovanej a interpolovanej
zavislosti by mal vyzerat tak, ako na obrazku 5.
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Obr. 5: Odhadovany graf zdvislosti optimalneho uhlu od sklonu roviny

1.2 Ako odmerat meter? (opravovali Samo a Samo, vzorak Baklazan)

Jurko na narodeniny dostal vreckovy nozik, vsetkych pat dielov Stopdrovho sprievodcu galaxiou a
desatmetrovy kus kolajnice. Na tom by rad vyznadil jednometrové dieliky. Ako na potvoru vsak nevie
najst ziadne pravitko, ani meter. Zato ma k dispozicii 1kg bravéového karé, zelent fixku (ktora
piSe aj na kolajnice), presné stopky, teplomer, zrkadielko, desatmetrovii sklenen( riru, tri dvojlitrové
plastové flase, plastelinu, rebrik so siedmimi Steblikmi, zdroj vody (kohitik), spominany nozik a pat
dielov Stopdra a kamaratov Janka a Samka, ktori mu ochotne pomézu. Je sInecno a teplomer ukazuje
24°C. Pomézte Jurkovi a navrhnite sposob, ktorym by pomocou vymenovanych predmetov mohol
vyznacit metrové dieliky na kolajnici.

Tato tloha mala viacero rieseni, tu si ukazeme len niektoré z nich.

RieSenie prvé: Capovanie vody V tomto rieSeni vyuzijeme, Ze pozname dizku skle-
nenej rury. Riru dame do zvislej alebo Sikmej polohy (mo6zeme napriklad jeden jej koniec
podlozit knihami) a jej spodny koniec zapchdme (napriklad plastelinou, alebo kamars-
tovou dlaniou). Néasledne zacneme do horného konca pomaly liat vodu. Ak budeme liat
vodu rovnomerne (teda za rovnaky ¢as nalejeme do rury vzdy rovnako vela vody), hla-
dina vody v rure bude tiez stupat rovnomerne. Ked teda pomocou stopiek odmeriame,
ako dlho trvalo naplnenie celej desatmetrovej riury vodou, lahko vypocitame, za aky cas
sa naplnila jedna desatina riry (a teda za aky cas stipla hladina vody o jeden meter) —
bude to jedna desatina celkového casu plnenia rury. Tento cas si oznac¢me t.

Potom riru vyprazdnime, znovu zapchame jej spodny koniec a znovu do vrchného
konca zacneme liat vodu, s rovnakym prietokom ako pri prvom nalievani. V nejakom
okamihu si na rure fixou urobime znacku na mieste, kde je prave hladina vody a spustime
stopky. Pockame cas t a urobime dalsiu znacku, opat na mieste, kde je prave hladina. Na
rare budeme mat dve znacky vzdialené od seba jeden meter, mézeme ju teda pouzit ako
pravitko a vyznacit s jej pomocou metrové dieliky na kolajnici.
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Ostava nam este vymysliet, ako docielif, aby sme vodu do rary liali rovnomerne. Ak
do rary vieme liat vodu priamo z kohutika, je to jednoduché — na zaciatku pustime vodu,
a potom s kohutikom nehybeme, aby voda tiekla stéle s rovnakym prietokom. Ak takito
moznost nemame, mdézeme napriklad do jednej z flias v spodnej casti urobit pomocou
nozika dieru, nasledne flasu naplnit a stale do nej dolievat vodu tak, aby bola vzdy plna.
Kedze hladina vody vo flasi bude stale rovnaka, z diery bude voda striekat stale rovnako.

RieSenie druhé: tien rebrika Toto rieSenie vyuZiva, ze priecky? st na rebriku v rov-
nomernych rozostupoch. Funguje iba rano a vecer, ked je Slnko nizko nad obzorom a
tiene s dlhé. Ak ndhodou prave nie je prave takato cast dna, mdézeme si ¢akanie na nu
sprijemnit ¢itanim Stopdra, jedenim bravcového karé alebo modelovanim z plasteliny.

Kolajnicu polozime na zem tak, aby smerovala k Slnku (teda zhruba vo vychodoza-
padnom smere). Pri jej konci, ktory je blizsie k Slnku, vztycime rebrik tak, aby vrhal tien
na kolajnicu. Vhodne ho posunieme a naklonime, aby na zaciatok kolajnice dopadal tien
prvej priecky odspodu a na koniec kolajnice tien Siestej priecky. Tiene druhej az piatej
priecky nam na kolajnici vyznacia dvojmetrové dieliky, tie oznac¢ime aj fixou. Kolajnicu
teda mame rozdelent na péat dvojmetrovych kusov, kazdy z nich este potrebujeme rozdelit
na polovicu.

Zopakujeme ten isty trik: tentoraz umiestnime rebrik tak, aby bol tien prvej priecky
na zaciatku kolajnice a tien siedmeho na znacke Sest metrov od zaciatku. Tiene ostatnych
priecok nam prvych sest metrov kolajnice rozdelia na metrové kusy, ktoré oznac¢ime fixou.
Nakoniec este rebrik posunieme tak, aby prva priecka vrhala tien na znacku Styri metre
od zaciatku, siedma priecka na koniec kolajnice a povyznacujeme aj zostavajice znacky.

Pri tomto rieseni sme sa tvarili, akoby boli tiene prieciek tenké ciary, ¢o ale v sku-
tocnosti nie je pravda. Tento problém vyriesime jednoducho: namiesto ,tiena priecky*
budeme vzdy brat do tivahy spodnt hranicu® tohoto tiefia.

A aby sme nezabudli: ak sa vam nahodou nechce manipulovat s kolajnicou vaziacou
niekolko stovak kilogramov, mozete dieliky najprv vyznacit na sklenenej rure a potom ju
pouzit ako pravitko.

1.3 Padajiice balony (opravoval a vzorakoval Dusan)

Viete ako zavisi ¢as padu baléna od jeho polomeru? Ze nie? Tak to teraz napravime! Zoberte si
balén a naftiknite ho postupne na aspoi pat rozumne réznych polomerov.? Nasledne pre kazdy
polomer odmerajte ¢as padu baléna z dvoch metrov na zem. Meranie opakujte aspon trikrat pre
kazdy z piatich polomerov a nasledne merania pre tie isté polomery spriemerujte.

Polomer moézete zmerat tak, Ze Spagatom najprv odmeriate obvod baléna, a potom si s prizmiure-
nymi oCami poviete, Ze baldn je vlastne gula. Nezabudnite odhadnit mozné chyby merania a popisat
mozné zdroje nepresnosti.

Este pred tym, nez zacneme merat experiment, by sme sa mali zamyslief nad tym, aké
vysledky moézeme ocakavat. Jediné, ¢o budeme v experimente menit, je velkost balona.
7o skusenosti vieme, ze ¢im vacsi je pohybujici sa predmet, tym vacsi odpor mu kladie
vzduch. Tiez je ale pravda, ze tazsie predmety odpor vzduchu spomaluje menej, nez lahsie

2V zadani Stebliky, za lingvistickd vlozku zemlinsko-sariského néreéia dakujeme vedicim z vychodu.

3To je t4 najblizsie k rebriku.

4Dobry napad je napriklad skisit balén nafiknut skoro az do prasknutia, a potom z neho postupne
vyfukovat tak, aby sa polomer zmensoval priblizne o rovnakd dizku.
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[lem] | r[em] | t1 [s] | t2 [s] | t3 [s] | T [s]
42 | 668 | 1,0 | L1 | 1,0 | 1,03
46 7,32 1,2 1,3 1,1 | 1,20
50 7,96 1,4 1,4 1,3 | 1,37
o4 8,56 1,4 1,6 1,8 | 1,60
58 | 923 | 19 | 18 | 21 | 1,93

Tab. 2: Namerané casy padov z 2 metrov v zavislosti od velkosti baléna

predmety rovnakej velkosti a tvaru. To vSak v nasom pripade nie je dolezité, kedze viac
nafiikany balén nie je o ni¢ tazsi, nez menej nafikany balén ®. To teda znamen4, Ze vicsie
balény by mali padat dlhsie ako mensie.

Ked uz mame vsetko rozmyslené, pustime sa do experimentu. Tak ako hovori zadanie.
Vezmeme balén a nafikneme ho. Zmeriame obvod, ¢ize aj polomer, Spagatom a pustime
balén z vysky dvoch metrov. Toto zopakujeme trikrat pre pat roznych velkosti. My sme
dostali takéto vysledky:

q » : . L.
V tabulke mame namerané hodnoty, pricom [ je obvod baléna, r = 7 je polomer
T

) by Atatty L
baléona, a t = % je priemerny cas padu.
2 N I
s
C% +
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n
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1 ‘ o+ ‘ ‘ ‘ ‘ : : |
\ \ \ \ \ \ \

6 6,5 7 7.5 8 8.5 9 95 10
polomer [cm]

Obr. 6: Graf zavislosti priemerného ¢asu padania baléna od jeho polomeru

Casto sa opati vyniest namerané hodnoty do grafu, aby sme naozaj videli, aké zavislosti
sme namerali. V nasom pripade to nebolo ni¢ komplikované, no aj tak je ovela lepsie vidiet,

-----

5Mohli by ste tvrdif, Ze ked balén viac nafikame, bude tazsi, lebo aj vzduch v om mé nenulovii
hmotnost. Argument je sice pravdivy, avsSak tiaz vzduchu v baléne sa vykompenzuje tym, Ze na vACSi
balén pdsobi vo vzduchu vécsia vztlakova sila.
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Ostava posledna vec, a to zamysliet sa nad presnostou nasho merania. Ked sa pozrieme
na namerané udaje, mézeme s urcitostou povedat, ze redlna hodnota, ktori by sme v ide-
alnom pripade mali namerat, sa od priemernej nelisi o viac ako 0,2s. Tento horny odhad
nam bez problémov staci, kedze rozdiely medzi priemernymi hodnatami st na tej istej
urovni. Hlbsiu statistiku tu robit nebudeme.

Este zaujimavejsia zalezitost st zdroje nasej nepresnosti merania. V prvom rade tu je
nesymetrickost baléna. Raz ho pustime nafukovacim otvorom nadol, raz nahor, jednodu-
cho vzdy inak. V zavislosti od tejto poc¢iatocnej podmienky bude nas balén padat rézne.
Ked sa na jeho pad pozriete, zistite, ze pada skor ako pierko plachtiace vzduchom, nez
ako bowlingova gula. Dalsim zdrojom nepresnosti je nas reakény ¢as pri mackani stopick.
Ak pad neanalyzujeme z videa, tak v nejakych tych stotinach az desatinach sekind budua
rozdiely. No a v neposlednom rade tu je meranie obvodu baléna. Pochybujem, Ze sa nie-
komu podari odmerat obvod baléna presne v strede, kedze je to skor siska. Preto, ak to
nie je maximélny, ani minimélny obvod, tak je to dobre. Co sa tyka nepresnosti meracich
pristrojov, ako si pravitko a stopky, tak ta je ovela mensia, ako nepresnosti spésobené
vyssSie spominanymi zdrojmi.

To je z experimentalky vsetko a tesime sa, Ze vas experimenty stale bavia.

1.4 Netradicny radiator (opravoval Pato, vzorak Katka Kmetova)

U nas sa obycCajne pouzivaji radiatory, ku ktorym vedi dve riry: jednou priteka horiica voda a druhou
odteka chladnejsia voda. Samasec vSak nedavno videl radiator, ku ktorému viedla iba jedna rira, a
to iba zospodu, inak vyzeral radidtor Gplne norméalne. Nejako mu to nedalo a tak sa zacal zamyslat,
ako vlastne takyto radiator méze fungovat. Co teda radidtorom priidi? Ako to, ze to mdze prichadzat
aj odchadzat tou istou rdrou a napriek tomu radiator hreje?

Obr. 7: Radiator

Ohrievadlo v radiatore mé jednou rurou vojst dnu aj vyjst von. Vnutri sa teda musi
nieco zmenit — preco inak by to najprv islo jednym a potom druhym smerom? No a naco
mame radiatér? Aby nés ohrieval. Teda odovzdaval ndm svoju energiu. Kedze plati zakon
zachovania energie, ohrievadlo sa pri tom musi ochadzovat.

Jedna z vlastnoti latok, ktoré sa menia na zaklade teploty, je skupenstvo. Pozname
plynné, kvapalné a tuhé. Pre kazdu latku mame tabulkovii hodnotu teploty, ktoru ked
tato latka dosiahne, zmeni sa z kvapaliny na plyn. Tento jav voldme vyparovanie. Naopak,
ked klesne teplota latky pod tito hodnotu, latka zkondenzuje. To znamena, ze sa zmeni
z plynu na kvapalinu. Tito hodnotu volame teplota vyparovania.
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Co keby do radidtora prichadzalo ohrievadlo v plynnom skupenstve a odchadzalo v kva-
palnom skupenstve? To by dokonca fungovalo aj s vodou, ktora je aj v dvojrarovom
radiatore. Teplota vyparovania vody pri atmosférickom tlaku je priblizne 100 °C.

Vo forme vodnej pary voda stipa rarou az pride do radiatora. Tam sa ochladi, skon-
denzuje, vytvori kvapky na stenach rar radiatora a stecie spat dole.

Nie vzdy sa jej podari stiect az tplne dole, moze sa jej cestou stat ze sa znova zohreje
a stane sa z nej vodna para.

1.5 LyZzovacka (opravoval Jarka, vzorak Pato)

Jozko sa bol v zime lyzovat na svahu s kotvovym vlekom. Ked c¢akal v rade na vlek, vsimol si, ze
volna kotva prichadza raz za 5 sekind. Tiez si odstopoval, Ze cesta vlekom na vrch kopca mu trvala
presne jednu mindtu. Po tom, o vystipil z vleku, sa spustil nadol konstantnou rychlostou. S lyziarmi
idicimi vlekom nahor sa pri tom minal raz za 2 sekundy. Ako dlho Jozkovi trvala cesta nadol?

Aby sme sa v priklade vedeli dobre orientovaf, vsetky velic¢iny si prehladne oznacime
pismenkami. Rychlost vleku si ozna¢me u a ¢asovy interval medzi prichodmi dvoch kotiev
t1 = 5s. Kedze kotvy prichadzaju v pravidelnych ¢asovych rozostupoch, nie je tazké
si predstavit, ze aj ich vzédjomné dizkové rozostupy (vzdialenosti medzi kotvami) budu
rovnaké. Dizkovy rozostup nazveme d a na zéklade predoslych viet plati d = ut;.

Dalej si ozna¢me vzdialenost medzi stanicami vleku ako D. Kedze Jozko odstopoval,
ze rychlostou u sa dostane na vrch kopcea za ¢as T} = 1min, plati D = uT; (podobne ako
v predoslom pripade).

Este si potrebujeme vymyslief oznacenie pre tri veli¢iny. Rychlost, ktorou sa Jozko
spusta dolu z kopca, si ozna¢me ako v a ¢as, za ktory sa z kopca spusti, ako Ty (vSimnite
si, Ze tento Cas potrebujeme vypocitat). Opat podobne, ako v predoslom pripade, musi
platit D = vT5.

Nakoniec si eSte ozna¢me dvojsekundovy interval, v ktorom Jozko stretdva lyziarov na
vleku ako t,.

Vyzera to beznddejne. Prave sme si oznadili kopu (osem) premennych, ale zadané
mame len tri (t; = 5s, t2 = 2s a T} = 1 min). Nutne preto musime néjst nejakd rovnicu,
ktora premenné zvazuje dokopy.

Pozrime sa preto blizsie na to, ¢o sa deje pocas toho, ako Jozko cestou dole svahom
stretava oprotiidicich lyziarov na vleku. Jozko vidi na vleku lyziarov, ktori si od seba
vzdialeni d a priblizuji sa k nemu vzdy rychlostou (u + v) (protiidiice rychlosti sa s¢ita-
vaji). Inak povedané, v momente, kedy Jozko mina nejakého lyziara, najblizsi lyziar je
od neho vzdialeny d, pohybuje sa rychlostou (u + v) a Jozka minie za ¢as t5. Nutne teda
musi platit vztah d = (u + v)t,.

Toto vyjdarenie pre d a vyjadrenie z druhého odstavca mozeme daf navzajom do
rovnosti:

ut; = (u+v)ty.

Rovnicu mézeme upravit tak, ze z nej vyjadrime pomer u/v (vyskusajte si):

u tg

U:tl—tg‘

Rovnako postupujeme aj v pripade dvoch vyjadreni pre D, nachadzajucich sa v tretom
a stvrtom odstavci:
uT1 = UT2 .
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Z tejto rovnice si vyjadrime hladany cas T, (opét si skuste):
u
T =-17.
v

Zostava dosadit za u/v z predoslej rovnice:

tg 28 2
Ty = Th = ———-60s= - -60s =40s.
2 tl—tg ! 5s—2s i 3 > i

Aj s minimom znamych informacii sme teda dokazali vypocitat, ze Jozkovi bude cesta
nadol trvat presne 40s.
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